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A teoria e a composição musical requerem uma forma de abstração do pensamento e de contemplação muito semelhante ao pensamento matemático puro. A Música faz uso de linguagens simbólicas com notações elaboradas e diagramas que, freqüentemente, são muito semelhantes aos gráficos de funções discretas representadas em eixos cartesianos de duas dimensões - o eixo das abscissas  representa o tempo e o eixo das ordenadas representa a altura tonal. Músicos teóricos usaram diagramas semelhantes aos cartesianos muitos antes destes terem sido introduzidos na geometria. As pautas musicais do séc. XII apresentavam-se numa variedade de formas bastante análogas aos diversos tipos de diagramas utilizados em Matemática. Além das linguagens abstratas e notações utilizadas, noções matemáticas como simetria, periodicidade, proporção, discriminação, continuidade e sucessão, entre outras, estão presentes na Música, enquanto que conceitos como intervalo, ritmo, tempo, entre outros, são freqüentemente traduzidos por números.

Se por um lado se constata que a linguagem matemática e as idéias matemáticas contribuem para dar forma aos conceitos e linguagens da teoria musical
, por outro lado, se observa também que questões e problemas que surgiram na teoria musical ao longo dos tempos, muitas vezes desencadearam fortes motivações para a investigação na área da Matemática (e Física). É consensual também que músicos teóricos usaram noções, que se consideram, matemáticas de forma intuitiva, antes de tais noções estarem tratadas sob o ponto de vista matemático. 

A relação entre Matemática e Música é uma relação ancestral e terá começado com Pitágoras, quando este descobriu as proporções relacionadas com os intervalos de oitava, os intervalos de quinta e os intervalos de quarta. Para os Gregos esta relação era tão óbvia, que as escolas de Pitágoras, Platão e Aristóteles consideravam a Música como uma parte integrante da Matemática, que em conjunto com a Aritmética, Geometria e a Astronomia formavam o quadrivium – as “quatro vias”, divisão da Matemática em quatro secções, formato geralmente presente em qualquer tratado matemático, no início da nossa era, que posteriormente foi adotado como pré-requisito para o estudo da Filosofia, que perdurou até ao fim da idade média. Com o Renascimento, a teoria musical tornou-se uma área independente, mas as ligações foram mantidas e até se tornaram mais óbvias. A Matemática mostrou-se indispensável para o evoluir da Música em vários aspectos: na construção de sistemas musicais que determinam os sons que ouvimos, na fundamentação teórica de processos de análise e composição musical, nos aspectos que estão relacionados com a Acústica, e mais recentemente, na música digital e na síntese de som, entre outros.

Neste trabalho serão abordados apenas alguns aspectos que evidenciam a forma como Música e Matemática se relacionam. A bibliografia contém algumas referências que porventura enriquecerão a compreensão deste assunto.    

§1
No princípio era o som ...

Na antiguidade foram várias as civilizações que realizaram experiências no campo da acústica. A mais bem sucedida foi a civilização Grega que, por intermédio dos Pitagóricos
, conseguiu relacionar a acústica com a aritmética. Para tal, muito terá contribuído o papel de relevo desempenhado pela música nas cerimônias gregas assim como os instrumentos por eles utilizados: instrumentos de cordas, sobretudo a cítara, ligados ao culto de Apolo; e os de sopro, sobretudo a flauta, ligados ao culto de Dionísio. Tais instrumentos terão sido bastante sugestivos aos Pitagóricos, pois tanto a cítara, com as suas cordas vibrantes, como a flauta, com os seus furos alinhados e regularmente espaçados, se prestam a observações que associam a acústica à aritmética.

Pensa-se que as experiências acústicas realizadas pelos Pitagóricos tenham passado pela utilização de um instrumento chamado monocórdio, que consiste numa régua a cujas extremidades está preso um fio tenso, ao longo da qual desliza um cavalete que possibilita fazer vibrar qualquer porção da corda. Com este instrumento, os Pitagóricos terão observado que os sons obtidos da corda inteira e da sua metade estão numa relação à qual o ouvido humano é muito sensível – o que se denomina por consonância
 – a qual corresponde ao intervalo de oitava. Terão descoberto também outras consonâncias: o intervalo de quinta, que corresponde à relação entre os sons associados à corda inteira e a duas terças partes da corda; e o intervalo de quarta que corresponde à relação entre os sons obtidos a partir da corda inteira e de três quartas partes da corda. 

Os Pitagóricos ter-se-ão apercebido desde logo que as consonâncias não dependiam do comprimento da corda solta do monocórdio, mas sim da relação entre os comprimentos dos sons. Tal fato terá levado os Pitagóricos a marcar onze traços sobre a régua, dividindo assim a corda em doze partes iguais, o que seria conveniente devido ao número de divisores que doze possui. A este sucessor do monocórdio dá-se o nome de cânon. Os traços do cânon são numerados de um a onze, o doze representa uma das 
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fig. 1.1: esquema do monocórdio

extremidades. Esta idéia simples de associar um número a um som, terá permitido aos Pitagóricos chegar a conclusões que seriam menos óbvias no monocórdio, através de experiências análogas. Assim, terão constatado que consonâncias equivalentes eram obtidas através dos intervalos entre os sons correspondentes ao traço 12 e ao traço 6, ao traço 10 e ao traço 5, ao traço 8 e ao traço 4, ao traço 6 e ao traço 3, ao traço 4 e ao traço 2, ao traço 2 e ao traço 1. Tal acontece, pois o intervalo entre os pares de sons é sempre a oitava. Os gregos observaram então que esta consonância podia ser representada por qualquer um daqueles pares ordenados de números. A mesma idéia terá sido usada para associar o 12 ao 8, o 9 ao 6, o 6 ao 4, o 3 ao 2, aos quais está associado o intervalo de quinta, que poderia ser representado por qualquer um deles. E de igual forma ter-se-ão apercebido da equivalência acústica que representavam os pares (12,9), (8,6), (4,3), que estão associados ao intervalo de quarta. Assim, do ponto de vista aritmético, inacessível ainda aos gregos, as consonâncias sugerem que
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Estas relações entre diferentes comprimentos associados à mesma consonância, terão sido atentamente analisadas pelos Pitagóricos, permitindo-lhes projetar esta idéia de equivalência para números superiores a 12. 

A noção aritmética correspondente à equivalência acústica determinada pelos comprimentos das cordas é, então, a noção de proporcionalidade. Uma proporção pode ser interpretada como uma relação entre duas razões. Pode parecer estranho que tenham sido as consonâncias que tenham sugerido aos gregos que o 12 está relacionado com o 9, da mesma forma que 8 está relacionado com o 6, e que não se apercebessem disso duma forma mais direta como é aquela que usamos na atualidade. Tal devia-se ao fato de na Grécia antiga as razões entre números naturais não ser encarada como é atualmente, uma fração que representa um número racional positivo, assim como uma proporcionalidade de quatro números naturais, atualmente, não é mais do que a expressão duma certa equivalência entre duas frações que representam o mesmo número natural. Para os gregos, as razões de números naturais constituíam um novo conjunto de entes matemáticos separado do conjunto numérico (ou de grandezas) que lhes deu origem. Dito de outra forma, os gregos nunca interpretaram o novo conjunto, ou um conjunto quociente dele, como uma extensão do universo numérico de partida. 

Os gregos terão conseguido operar com alguns elementos deste conjunto, por intermédio do cânon. Suponhamos que se produzem três sons consonantes, em que o segundo está uma quarta acima do primeiro, e o terceiro está uma quinta acima do segundo. Estes sons podem ser obtidos, por exemplo, vibrando a corda do cânon no traço 12, que corresponde à corda solta, de seguida no traço 9 e depois no traço 6. Tendo em conta que o terceiro som está uma oitava acima do primeiro som, os Pitagóricos terão concluído que compondo a quarta com a quinta obteriam a oitava, o que aritmeticamente significa 
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Os Pitagóricos conseguiram, portanto, uma simbiose entre acústica e aritmética. Por um lado, a acústica proporcionou avanços no campo da Teoria das Proporções, e a aritmética revelou uma nova visão acerca dos segredos das consonâncias. Esta interpretação da acústica por intermédio da aritmética terá contribuído fortemente para a consolidação da crença central na filosofia pitagórica: tudo é número. Os Pitagóricos acreditavam que tudo podia ser explicado através de relações entre números naturais. A descoberta de leis aritméticas da música – que aparentemente, nada estava mais longe de ser relacionado com os números do que os sons musicais – representou uma grande vitória intelectual e uma forte motivação para se tentar explicar o universo através de relações entre números naturais.

§2
Influência da Matemática na concepção de Sistemas Acústicos 
Na corda do cânon existe uma infinidade de sons: para cada comprimento da corda está associado um som e a comprimentos distintos correspondem sons distintos. Se atendermos a que estes sons se distinguem entre si, fundamentalmente, através  das suas  freqüências fundamentais, e se imaginarmos que a corda é infinita, então verificamos que existe uma bijeção entre IR0+  e o conjunto dos sons da corda - ao zero fica associado a ausência de som. Quando o músico quer compor, a primeira opção que tem que fazer é decidir quais as freqüências que quer utilizar, entre a imensidão que tem à disposição, ou ainda, que números reais positivos há de escolher. Esta problemática resolve-se através da escolha de um Sistema Acústico, que pode ser encarado como um conjunto de números reais positivos (que representam as freqüências ou, se quisermos, os “comprimentos” dos sons) selecionados em função de determinados critérios musicais. Os sistemas acústicos mais comuns organizam-se em torno do intervalo de oitava, distinguindo-se entre eles através da forma como dividem este intervalo. As hipóteses de divisão do intervalo de oitava são imensas, o que motivou Barbour
 a ordenar este tipo de sistemas musicais em cinco grupos: Pitagóricos, justos, tom médio, iguais e os irregulares. 

Abordaremos aqui o Sistema Pitagórico, que terá a sido a primeira forma de discriminar freqüências sonoras (ou comprimentos de cordas) por intermédio da Matemática e também o Sistema Temperado, que é o sistema mais utilizado atualmente, que divide o intervalo de oitava em doze partes iguais. Contudo, existem outros sistemas que ignoram o intervalo de oitava na organização dos sons, que não serão aqui tratados. O que é comum a todos eles é que, independentemente dos argumentos musicais que os sustentam, a Matemática desempenha um papel imprescindível na sua elaboração, como sugerem os exemplos que serão tratados de seguida.          

2.1.
O Sistema Pitagórico

Os Pitagóricos conseguiram determinar as relações matemáticas que estão implícitas nas consonâncias consideradas mais importantes: o intervalo de oitava, o intervalo de quinta e a inversão deste, o intervalo de quarta. Além disso, os Pitagóricos foram os primeiros a elaborar uma escolha de sons adequada ao uso musical, que se tornou na primeira teoria matemática da música. Tal teoria foi de enorme importância, tanto para a matemática como para a música: se por um lado revelou que a Matemática é capaz de ir além de si mesma, tal teoria contribui para introduzir um certo grau de discernimento numa área sujeita à subjetividade dos sentidos.

Os gregos discriminaram a variação contínua das alturas sonoras, através da introdução, de forma sistemática, de graus descontínuos baseados no intervalo de quinta e na manipulação de oitavas. A simplicidade das razões 2/3 e 1/2, por estarem associadas a estes dois intervalos, tiveram um papel preponderante e permitiram que os gregos construíssem uma escala de sete notas. Uma forma de obter tal escala, é a seguinte: 

Consideremos o som produzido pela corda solta do cânon, o qual identificaremos por Dó0. A 2/3 dessa corda corresponde o som que está uma quinta acima de Dó0, que será o Sol0. A 2/3 do comprimento de Sol0 corresponde o som Ré1, que está a uma quinta de Sol0 e é mais agudo que Dó1, pois em relação ao comprimento inicial, Dó1 corresponde a metade do comprimento e Ré1 corresponde a 2/3×2/3 = 4/9 do comprimento. Sistematizando este processo, vamos obter Lá1, Mi2, Si2, cujos comprimentos correspondem, em relação ao comprimento da corda inicial, respectivamente a 4/9×2/3, 8/27×2/3, 16/81×2/3. Preencher o intervalo entre Dó0 e Dó1 com estas novas notas, corresponde a obter Ré0, Lá0, Mi0, Si0, o que se torna simples, pois se queremos o som que está n oitavas abaixo dum som dado com comprimento x, esse som terá comprimento 2nx. Só falta construir Fá0: se imaginarmos um som associado a um comprimento x tal que Dó1 se situe uma quinta acima desse som, então 1/2 = x×2/3, donde x=3/4, comprimento que corresponde a Fá0, que se encontra uma quarta acima de Dó0. 

Pensa-se que os Pitagóricos terão ficado por esta escala heptatónica, que estaria em concordância com a estética grega da época. Contudo, se continuarmos com o ciclo de quintas a partir de Si2, multiplicando sucessivamente os comprimentos associados aos sons por 2/3, obtemos os outros cinco sons que correspondem às notas acidentadas: Fá#​​3, Dó#4, Sol#4, Ré#5, Lá#5. Desta forma, o intervalo de oitava fica dividido em doze partes. A razão de serem doze notas, deve-se ao fato de depois de se aplicar doze quintas a um som, o som obtido está a cerca de sete oitavas do som inicial, ou seja, entra-se num ciclo de período doze. Contudo, doze quintas não correspondem exatamente a sete oitavas. Vejamos: Lá#5 pode ser encarado como o som obtido de Dó0 por aplicação de dez quintas sucessivas. A quinta de Lá#5 é Fá6, e a quinta de Fá6 é Dó7, ou seja Dó7 está doze quintas acima de Dó0. Como o comprimento correspondente a Dó0 é 1, o comprimento de Dó7 será 
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pois corresponde a doze quintas de Dó0. Contudo, como Dó7 se encontra sete oitavas acima de Dó0, resulta que o comprimento de Dó7 obtido desta forma é 


[image: image8.wmf]7

2

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

.

O desfazamento entre estas duas notas é quantificado pela razão 
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a qual se denomina por coma pitagórico.

O coma pitagórico evidencia o fato das quintas, acusticamente perfeitas, do Sistema Pitagórico não se poderem ajustar com as oitavas: qualquer que seja o número de sucessivas quintas que se aplique a um som inicial, o som resultante nunca poderá ser obtido por sucessivas oitavas aplicadas a esse som inicial. Dito de outra forma
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Além do desajuste entre quintas e oitavas, o Sistema Pitagórico mostrou ter outro inconveniente quando confrontado com o desenvolvimento da composição musical, nomeadamente no que se refere à transposição, devido aos intervalos entre os sucessivos graus da escala com doze notas não serem sempre iguais. Tal pode ser constatado da seguinte forma:

Suponhamos que queremos dividir o intervalo de oitava definido pelos comprimentos 1 e ½ em doze partes iguais, de forma a que o intervalo entre as sucessivas notas seja sempre o mesmo. Tal corresponde a que as razões entre os sucessivos comprimentos correspondentes às notas seja constante. Como qualquer nota do Sistema Pitagórico é obtido por quintas e oitavas, pode-se afirmar que 
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é a expressão geral do comprimento de qualquer nota do Sistema Pitagórico. Se s​​i, i=1,...,11 são os comprimentos dos sons que dividem a oitava da forma pretendida, então
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 então 


[image: image15.wmf]2

1

12

1

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

s

,

ou seja, terão que existir a, b
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pelo que b = 0 e -12a  = 1, o que contraria a necessidade de a ser um inteiro.

A divisão da oitava em doze partes iguais remete-nos para a questão da incomensurabilidade, assunto que os gregos desde cedo se depararam mas não conseguiram compreender. Tal fato salienta a forma como, num certo sentido, os limites da música estão condicionados pelos limites da matemática.    

2.2.
O Sistema Temperado

O Sistema Temperado, o qual possibilita a divisão do intervalo de oitava em doze partes iguais, só começou a ser vislumbrado no final do século XVI, por intermédio do matemático flamenco Simon Steven, que dividiu a oitava em doze partes iguais com uma aproximação bastante satisfatória. Na mesma época, separadamente, um príncipe chinês, Chou Tsai-Yu, conseguiu dividir a oitava ainda com mais precisão, chegando a calcular com exatidão nove dos doze intervalos. Contudo, por estar muito dependente da irracionalidade numérica, como veremos abaixo, este Sistema só foi devidamente fundamentado em 1691 por Andreas Werkmeister. É por esta altura também que se começa a usar os logaritmos para determinar as notas musicais e o intervalo entre elas. Apesar de os intervalos de quinta e de quarta do Sistema Temperado não serem acusticamente perfeitos, como acontece no Sistema Pitagórico, os novos intervalos correspondentes não diferem muito. Contudo há quem afirme que a beleza de certas composições executadas com sistemas naturais, como o Pitagórico, é inalcançável fazendo-se uso do Sistema Temperado. 

A introdução generalizada deste sistema na prática musical deu-se no início do século XVIII. Para convencer os sentidos de que a proposta de Werkmeister não só era viável, como não comprometia de forma alguma a qualidade e a beleza da música, Bach compôs “O Cravo Bem-Temperado”, uma obra que cobre as doze tonalidades, no modo maior e no modo menor.

O Sistema Temperado só pode ser construído à custa dos números irracionais, no sentido de que não existe um número racional que represente o intervalo entre duas notas sucessivas deste sistema:

Suponhamos que 

r =
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representa o comprimento do intervalo sucessivo entre duas notas do Sistema Temperado, que estão a uma distância de meio-tom. Então, 
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Conseqüentemente 
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O 2 é fator de n12 um número par de vezes e de 2m12 um número ímpar de vezes, o que, pelo Teorema Fundamental da Aritmética, é absurdo.

O número que representa o intervalo entre duas notas sucessivas é portanto um irracional, que sendo solução positiva da equação  
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2.3.
Ilações

A divisão da oitava em dozes partes eqüidistantes é fruto de uma operação tardia que consiste, por um lado, em resolver o problema da incomensurabilidade, e por outro lado, em admitir que a simplicidade da razão entre vibrações não é um critério absoluto de consonância, dado que o ouvido humano identifica os intervalos de quinta e de quarta do Sistema Temperado, que exprimem razões irracionais. Hoje em dia a maior parte da música que ouvimos é elaborada tendo por base o Sistema Temperado. Contudo, a escala usada pelos violonistas é muito semelhante à de Pitágoras e a escala utilizada pelos cantores está muito próxima da de Zarlino, ambas naturais. Face à predominância do Sistema Temperado, alguns especialistas referem que o ouvido humano tem vindo a perder o hábito de sentir os valores naturais, donde seria de desejar que os sistemas naturais fossem mais divulgados, quer a nível da educação, quer a nível dos construtores de sintetizadores. 
Segundo um grande compositor, Helmotz, “muitas das nossas execuções musicais devem a sua beleza a uma introdução inconsciente do sistema natural, o qual poderíamos apreciar melhor se este sistema fosse ensinado de maneira pedagógica, ao ser introduzido na base de todo o ensino musical, em vez do Sistema Temperado que impede a voz humana e os instrumentos de cordas de desenvolverem a sua plena harmonia, só para não perturbar os hábitos dos pianistas e dos organistas”. 

§3
Som, ondas e números

3.1.
O que é o som

De uma forma geral, o som é uma sensação que resulta da percepção de distúrbios das moléculas de um meio num certo intervalo de tempo. Esses distúrbios, por sua vez, propagam-se no meio sob a forma de ondas. O som que ouvimos resulta dum distúrbio na atmosfera causado por um emissor, distúrbio esse que consiste em rápidas variações da pressão atmosférica que se propagam sob a forma de ondas até aos nossos ouvidos. Estas ondas provocam variações na membrana auricular, as quais vão ser transmitidas ao cérebro através de pequenos choques elétricos que provocam a percepção sonora. As ondas de pressão que caracterizam o som são chamadas de ondas sonoras. A velocidade de propagação das ondas sonoras está dependente do meio em que se propagam, sendo maior na água que na atmosfera. Na atmosfera, a velocidade de propagação é independente da pressão atmosférica, variando somente em função da temperatura, sendo diretamente proporcional à raiz quadrada da temperatura em Kelvin. A uma temperatura de 21º C, a velocidade do som corresponde a cerca de 344 ms-1 na atmosfera, 1520 ms-1 no mar e 1558 ms-1 no corpo humano. 

Se a variação de pressão que origina o som se repetir consecutivamente e de acordo com um padrão, então estamos na presença de um fenômeno que se designa por uma forma de onda periódica. Um exemplo que ilustra bem este conceito é imaginar o som produzido por uma corda de guitarra:

          fonte: [6]
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figura 3.1.1: ciclo de uma onda de forma sinusoidal em função do tempo

Imprimindo um impulso inicial à corda é desencadeado um movimento oscilatório que provoca a deslocação entre as posições designadas na figura anterior como Amplitude Máxima e Amplitude Mínima, passando pela posição de repouso. A variação da pressão atmosférica consiste numa compressão e rarefação consecutiva das moléculas de ar localizadas nas zonas perturbadas pelo movimento da corda, sendo estas perturbações propagadas ao longo do espaço em todas as direções. Na pratica, o movimento oscilatório da corda repete-se durante um determinado período de tempo, acabando por se amortecer progressivamente devido ao atrito exercido pelo ar (fig. 3.2).

           fonte: [6]
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figura 3.1.2: movimento oscilatório amortecido

Para efeitos de análise, vamos admitir que este efeito de amortecimento não se manifesta, tal como aconteceria dentro de um ambiente vazio (em vácuo), e que o movimento oscilatório se repete indefinidamente mantendo constantes as amplitudes máximas e mínimas ao longo do tempo, como é ilustrado na figura 3:

fonte: [6]
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fig. 3.1.3

3.2.
Principais grandezas associadas a uma forma de onda periódica

A uma forma de onda com um comportamento oscilatório periódico (que se repete ao longo do tempo segundo um padrão constante) tal como a sinusóide, é possível associar algumas grandezas básicas que estão diretamente relacionadas com características sonoras. 

A amplitude quantifica a intensidade com que percepcionamos o som. A variação da amplitude é proporcional à variação da pressão atmosférica causada pela onda sonora. A unidade universal de medida da amplitude é o decibel (dB). A 0 dB corresponde o limiar de audição e a 130 dB corresponde o limiar da dor. 

[image: image186.wmf]A freqüência traduz o número de ciclos por unidade de tempo numa forma de onda periódica e é uma das grandezas mais relevantes na caracterização de som. A unidade de medida universal da freqüência é o Hertz (Hz), que traduz o número de ciclos por segundo. O valor da freqüência de uma forma de onda periódica pode variar desde 0 Hz (forma de onda não oscilatória) até um valor virtualmente infinito. Na figura 4 são apresentados dois exemplos de ondas periódicas sinusoidais em que o número de ciclos por segundo é, respectivamente, 3 e 10, pelo que as suas freqüências serão de 3Hz e 10Hz.
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O ouvido humano percepciona ondas sonoras com freqüências compreendidas entre os 20 Hz (graves) e os 20000 Hz (agudos). Contudo, as freqüências abaixo dos 20 Hz (infra-sons) e acima dos 20000 Hz (ultra-sons) são captadas pelo nosso corpo podendo provocar                                              

reações no cérebro, a nível do subliminar. A freqüência de uma onda é a grandeza                                  
que determina a altura tonal com que percepcionamos o som.  

O período coincide com a noção de período de uma função e é, habitualmente,  expresso em segundos (s). A freqüência f relaciona-se com o período p no sentido em que  f = p-1.

O comprimento de onda corresponde ao comprimento de um ciclo da onda e é usualmente expresso em metros (m). O comprimento c de onda está diretamente relacionado com a freqüência f, uma vez que a velocidade v de propagação da onda é dada por v = cf. A freqüência é inversamente proporcional ao comprimento de onda, pois assume-se que a velocidade de propagação de uma determinada onda é constante. 

A fase de uma onda resulta da associação de um ciclo da onda com uma volta na circunferência, sendo expressa em graus. Graficamente, a amplitude de uma onda pode ser representada em função da fase:

     


fonte: [6]
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fig. 3.2.2: amplitude da onda em função da fase

A fase de um sinal é aparentemente insignificante, do ponto de vista perceptivo, pois dois sons que diferem apenas na sua fase inicial, dificilmente são distinguidos pelo ouvido humano. No entanto se considerarmos, por exemplo, a audição simultânea de duas sinusóides defasadas de 180º com amplitudes e freqüências idênticas, o resultado da soma dos dois sinais será um sinal de amplitude nula, ou seja o silêncio.

    fonte: [6]
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fig. 3.2.3: oposição de fase

A anulação ou redução de componentes de som por adição do próprio sinal em oposição de fase tem grande aplicação prática, já existindo produtos comerciais baseados neste conceito, tais como anuladores de ruído para aviões e carros integrados nos sistemas de som.

3.3.
Representações gráficas do som: domínio temporal e domínio espectral

O som pode ser representado graficamente como a variação de amplitude da pressão, produzida pelo movimento das moléculas de um certo ponto do espaço, num determinado intervalo de tempo. A partir desta representação, podemos então analisar algumas características do som, como a freqüência e a amplitude. Esta forma de representação do som, que foi a utilizada até agora, denomina-se por domínio temporal. 

Os domínios temporais até agora exemplificados são representados por ondas sinusoidais (à exceção da fig. 3.1.2). Contudo, estas representações estão defasadas da realidade, pois qualquer som do mundo real, mesmo que supostamente periódico, nunca pode ser representado com tanta simplicidade
. 

No domínio temporal do som da corda de guitarra exemplificado na figura 3, apenas foi contemplado o movimento oscilatório principal, o qual está associado à freqüência fundamental da corda - a que mais caracteriza a tonalidade do som. Um som deste tipo, composto apenas por uma freqüência, chama-se som puro. Os sons puros não existem no mundo real, embora possam ser gerados por processos eletrônicos. Contudo, há sons reais que são quase sons puros, como é o caso do som emitido por um diapasão. O som duma corda de guitarra, é composto por um leque de sons puros – harmônicos -  hierarquizados pelas respectivas amplitudes. O harmônico correspondente à freqüência fundamental é o mais influente na tonalidade do som, pois é o que tem maior amplitude;  os harmônicos associados aos movimentos oscilatórios secundários, têm tendência a possuírem menores amplitudes, à medida que as suas freqüências se distanciam da freqüência principal.

           fonte: [6]
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fig. 3.3.1: movimentos oscilatórios manifestados na vibração de uma corda

O timbre de um som é determinado pelos seus harmônicos e pelas amplitudes relativas com que estes se manifestam no som. O timbre é a característica sonora que nos permite distinguir duas notas com a mesma altura tonal provenientes de dois instrumentos diferentes. 

Ao timbre está associado outra forma de representação gráfica do som que é o domínio espectral ou espectro. O espectro dum som consiste na representação da amplitude máxima, pico de amplitude, para cada freqüência que faz parte da composição do som, num intervalo de tempo. Este tipo de representação ajuda-nos a compreender o timbre de um som porque ilustra as amplitudes dos harmônicos que intervêm na sua composição. O espectro é uma espécie de fotografia do som. O espectro dos sons puros, porque compostos apenas por uma freqüência, consiste apenas numa barra vertical, de altura proporcional à sua amplitude de pressão. A figura 7 mostra o espectro do som gerado por uma sinusoidal com freqüência de 440 Hz:
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fig. 3.3.2: espectro de uma onda sinusoidal

A figura 8 mostra o espectro de um som real:
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fig. 3.3.3: espectro do som da corda de uma guitarra elétrica

As representações gráficas do som baseiam-se geralmente no domínio temporal e espectral, sendo possível também representar simultaneamente os dois domínios: 

 









       fonte: [13]
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fig. 3.3.4: representação simultânea do domínio temporal e do espectro de um som

3.4.
Consonâncias

Quando uma corda de guitarra vibra livremente, desencadeia-se uma série de oscilações de diferentes freqüências e amplitudes – harmônicos -  que compõem o som.

A freqüência 
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 de cada harmônico n presente no som, é dada por


[image: image35.wmf]n

n

 = 
[image: image36.wmf]r

T

l

n

2

,

em que l é o comprimento da corda, T a tensão a que a corda está sujeita e 
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 a densidade linear da corda. Esta fórmula permite observar que todas as freqüências são múltiplas da freqüência fundamental 
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O som que está a uma distância de um intervalo de oitava do som da corda solta, obtém-se se fizermos vibrar livremente metade da corda. As diversas freqüências podem ser obtidas usando a fórmula acima: a tensão e densidade linear mantêm-se, alterando-se apenas o comprimento, que passa a ser l/2. Assim, a freqüência 
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 de cada harmônico n deste novo som passa a ser
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Daqui observa-se que todos os harmônicos deste som correspondem aos harmônicos de índice par do som inicial (do ponto de vista das freqüências, que é o fator relevante para as relações entre sons). Esta é a razão porque o ouvido humano sente que dois sons relacionados por um intervalo de oitava estão fortemente relacionados, parecendo de certo modo que são idênticos (dois sons nestas circunstâncias representam a mesma nota musical). 


O intervalo de quinta perfeita obtém-se por intermédio dos sons da corda solta e de duas terças partes. A freqüência 
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Assim, 


[image: image44.wmf]n

n

n

n

3

'

'

2

'

'

3

2

n

n

n

n

=

Û

=

,

ou seja, os harmônicos de índice par deste novo som correspondem aos harmônicos com índice múltiplo de três do som inicial. 


O intervalo de quarta perfeita pode ser obtido através dos sons da corda solta e de três quartas partes da corda. A freqüência 
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Os harmônicos 3n do novo som coincidem com os harmônicos 4n do som inicial.


Estes intervalos representam as consonâncias mais importantes, não só pelo que aqui foi constatado, mas mais até pela relevância que lhes tem sido atribuída ao longo dos tempos e dos lugares - estes intervalos foram usados por praticamente todas as culturas, antes mesmo dos gregos terem descoberto a aritmética pela qual estes se regem. A diversidade de interpretações que pode ser dada a estes intervalos pode ser constatada, por exemplo, quando ouvimos um twelve bar Blues, ou quando presenciamos um popular cantar ao desafio.    

3.5.
Análise e síntese de som

A decomposição de um som periódico qualquer nos seus sons puros, representados por sinusóides, é o processo que permite transformar a representação temporal do som no seu espectro. A ferramenta matemática que sustenta todo este processo é as Séries  de Fourier. As Séries de Fourier permitem que uma função periódica f(t) de período 2l, sob determinadas condições, possa ser expressa como uma soma infinita de senos e cossenos
:   
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em que 
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Assim, se f(t) representar a amplitude de um som periódico, em função do tempo, então este é composto por (ou pode ser decomposto em) uma série infinita de ondas sinusoidais – harmônicos - com freqüências múltiplas inteiras da freqüência fundamental, cada uma com uma determinada amplitude e uma determinada fase, mais uma componente contínua (de freqüência zero). 

Uma das aplicações mais importantes da decomposição de uma onda sonora nas suas componentes elementares é a síntese de som. A síntese de som consiste em construir uma função a partir da soma de um número finito de parcelas do desenvolvimento em série de Fourier do som f(t) e, por processos eletrônicos, reproduzir o som associado a essa função. A síntese permite construir um som aproximado do som f(t) se a função construída for a série de Fourier truncada mas com um número suficientemente grande de parcelas. 

3.6.
Sintetizar o som da corda de uma guitarra

Uma forma de sintetizar um som concreto é começar por ter acesso ao seu domínio temporal. Os domínios temporais abaixo representados correspondem ao som f(t) de uma corda de guitarra elétrica afinada em lá2 220 Hz:
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fig. 3.5.1
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fig. 3.5.2: zoom da zona colorida da fig. 3.5.1

A figura 11 ilustra um ciclo do som da corda da guitarra, ao qual está associado o período P, que corresponde à duração em segundos. Com um programa adequado é possível interpolar o gráfico da função e obter assim uma expressão analítica g(t) que aproxima a função. Conhecendo-se g(t) é então possível obter o seu desenvolvimento em série de Fourier, que fornece a informação acerca das sinusoidais que compõe g(t). Como as ondas sinusoidais são facilmente geradas por computador, tomam-se as primeiras n sinusoidais de g(t), para n suficientemente grande, e introduz-se num sintetizador, que as reproduz através dos seus osciladores de freqüência.  

3.7.
Som digital


Em 1957, Max Mathews realizou a primeira gravação digital e a primeira síntese de sons por computador. O processo consiste em representar a onda f(t) por uma seqüência discreta de números que representam os valores sucessivos de f(t) em intervalos de tempo bastante próximos. A amostragem é o processo que se utiliza para obter a seqüência que representa a onda f(t). 
O microfone é a ferramenta que transforma essas variações em impulsos elétricos v(t), de forma linear. Assim, o comportamento de v(t) é equiparável ao comportamento de f(t). A gravação consiste  no registro do valor do sinal v(t) em vários instantes de tempo, sendo estes valores gravados num arquivo que podemos por exemplo manipular num computador. A gravação vai necessariamente estar dependente de dois parâmetros:

 Freqüência de amostragem F – corresponde ao número de registros do sinal v(t) por segundo. A freqüência de amostragem está relacionada com o período de amostragem pois F=P-1. 

 Quantificação Q -  pode ser encarada como a precisão que vai ser utilizada para medir o valor do sinal v(t). A quantificação é expressa em bits, sendo de 16 bits numa gravação de CD áudio. Uma gravação de 16 bits permite 216 = 65536 níveis de discriminação de valores do sinal v(t).
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 A qualidade de gravação está diretamente relacionada com os valores destes parâmetros. A freqüência de amostragem constitui mesmo um fator de integridade do som: para que um som real (analógico) depois de digitalizado possa ser novamente reproduzido mantendo as suas características essenciais preservadas, tem-se que garantir que a freqüência da amostragem utilizada seja pelo menos o dobro da maior freqüência que intervém na composição do som. A freqüência de amostragem utilizada nos discos compactos é de 44100 Hz. Este valor de freqüência foi determinado em 1947 por Claude Shannon na sua teoria matemática sobre comunicação, que garante que as freqüências até os 22050 Hz sejam preservadas, o que é suficiente pois o ouvido humano não reconhece as freqüências superiores a 20000 Hz.

A reprodução é o processo que transforma a seqüência de números binários em variações da pressão atmosférica, ou seja, som. A freqüência com que os números são devolvidos à atmosfera tem que ser a mesma com que eles foram registrados. 

figura 12: processo de gravação digital e de reprodução de um formato digital

§4
Equação da vibração de uma corda musical

4.2.1.
Vibração pontual da corda  

Consideremos uma partícula de massa m que possui uma posição de equilíbrio 

y = 0. Se essa partícula for sujeita a uma força F que atue sobre ela em direção à sua posição de equilíbrio, de forma a que
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ou seja, a sua magnitude seja proporcional à distância y da sua posição de equilíbrio, então essa partícula descreve um movimento harmônico simples. Este tipo de movimento é descrito por qualquer partícula de uma corda que esteja a vibrar. Assim, seja y a ordenada de uma partícula de uma corda de um instrumento musical, que se move em torno da sua posição de repouso - o eixo dos xx. Na equação acima, k é apenas uma constante de proporcionalidade. Considerando a Lei de Newton

F = ma,

em que 

a = 
[image: image55.wmf]2

2

t

y

¶

¶

,

resulta que 
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As soluções desta equação são da forma 
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em que as constantes A e B são determinadas pela velocidade e posição inicial da corda.


Os guitarristas utilizam freqüentemente uma técnica que consiste em colocar a corda a vibrar com um dedo colocado sobre ela, sem fazer pressão. Para obtermos sons através deste processo, temos que colocar o dedo sobre a corda em pontos estratégicos: a razão entre o comprimento da posição onde se encontra o dedo até um dos extremos, com o comprimento total da corda, deverá ser um número racional! Habitualmente, os guitarristas obtêm este tipo de sons colocando o dedo a meio, dois terços ou a três quartos da corda, originando assim sons mais “puros”, aos quais chamam harmônicos
. 
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fig.1: corda a vibrar livremente

fig.2: corda a vibrar com um dedo
fig.3: corda a vibrar com um dedo colocado 





colocado no centro


à distância de 2/3 do seu comprimento a um   

                                                                                                                                             dos extremos

Se a equação de uma partícula da corda a vibrar livremente, for 
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então
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será a equação dessa mesma partícula quando se faz a corda vibrar com um dedo no centro (a partícula não poderá estar no centro da corda, pois assim permanecerá imóvel) e 


[image: image63.wmf])

/

3

sin(

)

/

3

cos(

3

3

t

m

k

B

t

m

k

A

y

+

=


será a equação do ponto, quando esta vibra com um dedo colocado à distância de 2/3 do comprimento da corda a um dos extremos (e como anteriormente, a partícula não poderá estar a essa mesma distância de um dos extremos, pois assim permanecerá imóvel). 


Os outros modos de fazer vibrar a corda dão origem a vibrações com pouca intensidade, pelo que os sons são quase imperceptíveis.


Se colocarmos uma corda a vibrar livremente e de seguida colocarmos um dedo a meio sem fazer pressão, constata-se que, ao contrário do que seria de esperar, a corda continua a vibrar. Tal deve-se ao fato de, na vibração livre de uma corda, estarem incluídas também as vibrações relativas aos harmônicos, pois são estes que originam o som, uma vez que o movimento associado à vibração inteira da corda foi impedido. A equação do movimento de uma partícula da corda é uma combinação de todas as formas possíveis de se fazer vibrar uma corda: 
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A legitimidade de se poder escrever assim o movimento de uma partícula será mais clarificado à frente.


Os coeficientes An e Bn representam as diferentes intensidades do harmônico n (que está associado à vibração que “divide” a corda em n partes iguais), presente no som que a corda produz. A variação relativa destas amplitudes depende das diversas formas possíveis da corda vibrar: livremente ou impedindo-a de vibrar em alguns pontos, atacando-a com um martelo, como no piano, com um arco de violino, com uma palheta, com os dedos …


Abordaremos de seguida o problema de uma forma mais geral, tentando compreender a vibração de uma corda na sua globalidade, ao mesmo tempo que constataremos a possibilidade de escrever a equação de uma corda como série de senos e cossenos, pois é uma conseqüência da abordagem global do problema.  

4.2.2.
Vibração geral da corda


Consideremos o segmento
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 num gráfico cartesiano de duas dimensões, representando uma corda, de extremos 0 e l, no estado de equilíbrio. Para cada instante t, vamos considerar que a “partícula” da corda de abcissa x, tem ordenada 
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são sempre de uma ordem de grandeza inferior à de l (estamos a assumir que a variação dos deslocamentos verticais da corda são pequenos). 


Se focarmos as nossas atenções numa pequena porção da corda delimitada pelas abscissas 
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 e 
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, podemos elaborar o seguinte esboço:

        Fonte 
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 T – tensão a que a corda está submetida (em newtons = kg m/s2 )
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Como estamos a ignorar o movimento do segmento na direção horizontal, a diferença encontrada acima exprime a força que está a ser exercida sobre o segmento. Contudo, essa força pode ser calculada de outra forma, recorrendo à lei de Newton (F = ma). Assim, como a aceleração é dada por


[image: image82.wmf]2

2

t

y

¶

¶

,

a força exercida no segmento considerado é então
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Decorre então que 
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Se a densidade linear da corda for dada por 
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, então a massa do segmento é 
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Resulta então que, para valores pequenos de 
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 da corda satisfaz de forma bastante aproximada a equação 
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que escrita de outra forma corresponde à conhecida equação de onda
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a qual foi obtida por Jean le Rond d’Alembert em 1747.

O desafio natural que surge de seguida é tentar descobrir uma solução geral da equação encontrada acima. A idéia (inspirada em d’Alembert) é começar por fatorizar o operador diferencial:
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Se considerarmos a mudança de variáveis 
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aplicando a regra da cadeia , obtemos que 
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Se diferenciarmos novamente a expressão acima em ordem a t, vem que
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De forma análoga se obtém que
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Se aplicarmos estes resultados à equação da onda, resulta que
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pelo que se conclui que 
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Procuremos agora a solução geral da equação acima. Como 
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resulta então que 


[image: image102.wmf]

[image: image103.wmf]v

y

¶

¶


é uma função que não depende da variável u, pelo que podemos encará-la apenas como uma função de v, ou seja,


[image: image104.wmf]

[image: image105.wmf])

(

v

h

v

y

=

¶

¶

.

Sendo assim,
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 Substituindo novamente as variáveis, obtemos
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e y pode assim ser interpretado como a soma de duas ondas f e g, em que f se propaga para a direita e g se propaga para a esquerda. 

Como o extremos da corda 
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Como o outro extremo da corda 
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Estamos, portanto, em condições de sintetizar os resultados obtidos por intermédio do seguinte teorema:


Embora a equação da onda faça sentido para qualquer função com derivadas parciais de segunda ordem, as soluções que nos interessam são aquelas em que f é contínua (o deslocamento de um acorda não pode ser expresso por uma função descontínua). Sendo f contínua e periódica, então pode ser expandida numa série de Fourier, pelo que  y(x,t) também pode ser expandida numa série de Fourier. Conseqüentemente, o movimento y(a,t) (a fixo) de uma partícula da corda também pode ser expresso numa série de Fourier, como foi referido antes. A expansão de f  vai refletir a presença dos movimentos harmônicos da corda:
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em que cada harmônico n está associado à parcela n deste desenvolvimento (note-se, por exemplo, que se impedirmos a corda de vibrar livremente, então C1= 0). A equação geral da vibração da corda é dada por 
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que pode ser escrita na forma 
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fazendo uso de uma identidade trigonométrica. 

Cada harmônico n tem as seguintes características:


A freqüência, sendo uma noção temporal, é dada por 
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Esta fórmula, que foi descoberta por Marin Marsenne, revela que a freqüência duma corda que vibra é inversamente proporcional ao seu comprimento e à raiz quadrada da sua densidade linear, sendo proporcional à raiz quadrada da sua tensão.

 
A amplitude máxima de cada ponto do harmônico é dada por
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pelo que a amplitude de cada harmônico n pode ser caracterizada pelo seu valor máximo
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, que caracteriza a intensidade com que o harmônico está presente num som. Geralmente, o harmônico que tem maior intensidade é o harmônico de menor índice, pois é o que atinge maior amplitude. À freqüência desse harmônico dá-se o nome de freqüência fundamental, pois é a freqüência que mais se destaca no som a que pertence.  

Anexo: Séries de Fourier

Seja g(t) uma função periódica de período 
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, definida em IR e integrável, segundo  Riemann, em qualquer intervalo limitado. O nosso pressuposto é averiguar se g pode ser ‘expandida’ numa série da forma 
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Na fórmula acima, 
[image: image131.wmf]0

2

1

a
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Admitindo então a igualdade (2), impõe-se-nos determinar os coeficientes 
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resulta então que o único termo que sobrevive após a integração é o termo em que 
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Trocando k por n, obtém-se a fórmula desejada para os coeficientes de 
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(3)

tornando-se agora simples a determinação dos coeficientes 
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Os números 
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 ou os números 
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 denominam-se por coeficientes de Fourier, os quais estão associados às respectivas fórmulas (1) e (2), denominadas por séries de Fourier. Para nos convencermos mais seriamente que efetivamente g(t) pode ser ‘expandida’ como uma série de senos e cossenos, seria ainda necessário constatar que a série realmente converge para a função g, o que não será mostrado aqui.

A idéia de expandir uma função como série de senos e cossenos pode ser agora facilmente generalizada a qualquer função periódica e integrável segundo Riemann:


Seja f(x) uma função periódica de período 
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Com esta mudança de variáveis resulta que g(t) é uma função periódica e, tal como f(x), satisfaz a condição de Riemann, pelo que pode ser expandida na forma de (2).  Substituindo em (2) e em (3) a variável t por 
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A série de senos e cossenos correspondente é
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Teorema	O deslocamento y(x,t) correspondente à vibração de uma corda de extremos (0,0) e (l,0), satisfaz a equação da onda 


� EMBED Equation.3  ���	� EMBED Equation.3  ���,


cuja solução geral é dada por 


� EMBED Equation.3  ���,


em que f é tal que 


� EMBED Equation.3  ���, para qualquer � EMBED Equation.3  ���.








� EMBED Word.Picture.8  ���











� Alguns músicos chegam a utilizar a Matemática de forma assumida: Milton Babbit utiliza teoria de grupos e teoria de conjuntos no ensino e na composição musical; Olivier Messiaen recorre a “permutações simétricas”; algumas peças de Iannis Xenakis baseiam-se na teoria do jogo e na teoria das probabilidades.


� O romano Boethius (VI d.C.) relatou que a ideia de associar a aritmética à acústica terá surgido a Pitágoras, quando este ao passar por uma serralharia se deu conta que os sons provenientes de cinco martelos a bater na bigorna quase constituíam um motivo musical. Pitágoras pesou os cinco martelos e constatou que quatro deles estavam nas razões dos números 12, 9, 8, e 6. Como o peso do quinto martelo não estabelecia uma razão simples com os outros, Pitágoras pediu aos ferreiros que alternassem entre si os quatro martelos, concluindo assim que o motivo musical se acentuou e que não dependia da força dos ferreiros, mas apenas das razões entre os pesos dos martelos.


� O motivo subjacente às consonâncias representarem relações fortes para o ouvido é abordado no Apêndice. 


� Este assunto é aprofundado por J. Murray Barbour no seu livro Tuning and temperament, a historical survey, Michigan State College Press, E. Lansing, 1951


� Esta questão é abordada no Apêndice


� Demonstrado no Apêndice.


� Para a Acústica, um harmónico é uma frequência pura, que pode ser descrito por uma sinusoidal, com determinada frequência e amplitude. Os sons são constituídos por vários harmónicos, não existindo na realidade sons puros, constituídos apenas por um harmónico.      
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